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Synthese Algeébrique

Considérons une chaine manufacturiere

= 43 entrées / 30 sorties

Espace d’état
du systeme

Vecteur Entrées Vecteur Sorties
_el_ _Sl_
82 ? SZ
83 > 83
243 états
€] | Sj |
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Synthese Algeébrique

Considérons une chaine manufacturiere

= 43 entrées / 30 sorties

Espace d’état

du systeme
Vecteur Entrées Vecteur Sorties
_81: 'Sl‘
e, I S5
es S3
243 états M
_ei: Sy = F(el,ez,...,ei) _Sj_

L'évolution d’un systeme n’est
qu’un ensemble d’équations algébriques Equation algebrique
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Synthese Algeébrique

Considérons une chaine manufacturiere

= 43 entrées / 30 sorties

Espace d’état

Besoin d’augmenter l'espace

du systeme d’état avec des variables internes

Vecteur Entrées Vecteur Sorties
‘81: _Sl_

62 SZ

63, S3

243 états

L"évolution d’un systeme n’est S.

—ei: S2=F(61,62,...,ei) — ]—

gu’une suite d’équations algébriques

Equation algébrique
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Synthese Algeébrique

Considérons une chaine manufacturiere

= 43 entrées / 30 sorties

Besoin d’augmenter I'espace

, . . s, = F(eq,€9,...,€;,X1,X9, ..., X
d’état avec des variables internes 2 (e1, €2, ..., €5 X1, X2, ..., Xn)

Espace d’états
du systeme

Vecteur Entrées Vecteur Sorties
‘81: 'Sl'
62 SZ
ez S3

243 états

Espace représentant ce S
L'évolution d’un systeme n’est i ite fai : . _ ;
, . 9 V. e gue je souhaite faire du systeme n el = sy, = F(eq, ey, ..., €;) ] -
gu’une suite d’équation algébrique

Equation algébrique
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Synthese Algeébrique

Considérons une chaine manufacturiere

= 43 entrées / 30 sorties

Besoin d’augmenter I'espace

, . . s, = F(eq,€9,...,€;,X1,X9, ..., X
d’état avec des variables internes 2 (e1, €2, ..., €5 X1, X2, ..., Xn)

Espace d’états
du systeme

Vecteur Sorties

Vecteur Entrées + variables + variables
—81: _51 7]

€,  §52

€3 S3

243 états e; | Sj

. Espace représentant ce X X

I,_’evolut‘lon q’,un sy;teme tw’egt que je souhaite faire du systéme 1 s, = F(eq, ey, ...,€5,X1,X2, ..., Xp) 1

gu’une suite d’équation algébrique X5 Equation aleébrigue X
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Synthese Algeébrique

Considérons une chaine manufacturiere

= 43 entrées / 30 sorties

Besoin d’augmenter I'espace

Espace d’états d’état avec des variables internes

du systeme

Vecteur Sorties

Vecteur Entrées + variables + variables
-31: 5{

€,  §52

83, S3

°
\
°

En pratique, ‘n’ spécifications

2 erats réalisées par ‘m’ concepteurs el | S]

' 4 . ) . , Espace reprég€ntant ce X X

L'évolution d’un systeme n’est que je SW du systeme 11 s, = F(eq, ey, ...,€;,X1,Xg, ..., Xp) 1
qgu’une suite d’équation algébrique _xz— N _xz_
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Synthese Algeébrique

Considérons une chaine manufacturiere

= 43 entrées / 30 sorties

Besoin d’augmenter I'espace
Espace d’états e e d’état avec des variables internes

du systeme Vecteur Sorties

Vecteur Entrées + variables + variables
-31: 5{

€,  §52

________________________________________________ €3 53

. En pratique, ‘n’ spécifications ¢ °
243 états | pretique, m sp e.: S
réalisées par ‘m’ concepteurs [ ]
Espace reprg#entant ce X xl
'évolution d’un systeme n’est que je souhg#e faire du systéme 1 s, = F(eq,€9,...,€;,X1,X2, ..., Xp)
qu’une suite d’équation algébrique -x2- Equation aleébrigue _.X'z_
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Synthese Algeébrique

Considérons une chaine manufacturiere

= 43 entrées / 30 sorties

Comment trouver un ensemble d’équations algebrlques ‘

Espace d’états gara ntissant Ie respect des spécifications ?

du systeme - ~ Vecteur Sorties
| Vecteur Entrées + variables + variables

x @i;@ 4.’«(*» o
e3,  S3

)( ]
. En pratique, ‘n’ spécifications
243 états | pretique, m sp e.: S
réalisées par ‘m’ concepteurs [ ]
Espace reprg#entant ce X xl
'évolution d’un systeme n’est que je souhg#e faire du systéme 1 s, = F(eq,€9,...,€;,X1,X2, ..., Xp)
qu’une suite d’équation algébrique -x2- Equation aleébrigue _.X'z_
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Systeme combinatoire / séquentiel

e Systeme logique combinatoire

* Systeme dont les entrées et sorties ont une valeur logique
(Oou 1)

* Systéeme pour lequel la valeur de chaque sortie a tout instant k est
déterminée a partir de la valeur des entrées a cet instant k.

€1 S1
s1lk] = Fi(e1k], -+, em[k]) — . —
com e, Systéme 52 e; : Entrée
| Logique
snlk] = Fp(eqlk], -, eplk]) ém Sn S; : Sortie
e Systeme logique séquentiel
* Systeme dont la valeur s;[k] d’au moins une de ses sorties ne peut ¢ —1-o >
étre déterminée uniquement a partir des seules valeurs de e;[k] a m X G v
ce méme instant k. > F n
* Ces sorties s;[k] dépendent également de la valeur antérieure de > !
certaines entrées.
* |'évolution des valeurs antérieures est vue par variables internes du
systeme
snlkl = Fp(eq[k], -, en k], x1[k], x5 K], ..., x;[K]) X : Variables internes
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Structure d’algebre de Boole

e Caracteristique
* Une algebre de Boole est une structure algébrique basee sur un ensemble d’élements
et comportant 3 opérations internes satistaisant 9 axiomes.

* S :Ensemble support de I'algebre
 +,-: Opérateurs binaires internes

. : Opérateur unaire interne
e 0,1:Eléments particuliers de S

Axiomes X-y=y-x x+y=y+x Commutativite

x-(y+z)=x-y)+(x-z)

x+@-2)=0C+y) - (x+2) Distributivite

x-1l=x x+0=x Eléments neutres
x-x=0 x+x=1 Eléments complémentaires
0+1
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Structure d’algebre de Boole

* Algebre des variables booléennes

* Ensemble: S={0,1}
* Eléments particuliers: 0,1
 QOpérations: V, A, —

e Algebre des sous-ensembles d’'un ensemble E

e Ensemble : PplU)={D,-- ,E}
* Eléments particuliers: @ ,E
 QOpérations: U, N, Cg
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Synthese algebrique
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Synthese Algeébrique

Données d’entrée , Assertions |
* Fragments de spécification donnés dans des
formalismes différents (informel ou formel):
* Regles de sécurité,
 Fonctionnalités, ...

Fragments de spécification

}

Pourquoi une synthese algébrique ?
* Limite I'explosion combinatoire [Synthése algébrique]
 Veérifie la cohérence des spécifications
* Pour exprimer toutes les conditions dans |'espace l
de solution

Equations paramétriques
) représentant I’espace de solution
Résultat attendu

e Lois de commande a implanter
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Synthese Algébrigue : formalisation des exigences

R1: The two pumps ne
e same time.

* Propositions simples Assertions

|| suffit d’avoir ‘A" pour avoir ‘B’.
A<Bs A=B

e || faut avoir ‘A" pour avoir ‘B’.

Fragments de spécification

B<A l
* || est nécessaire et suffisant d’avoir ‘A’ pour avoir
‘B’ {Synthése algébrique]
A<B _
(g= =A=B I

e ‘A’ et ‘B’ ne peuvent pas avoir lieu simultanément. Equations paramétriques

A-B=0 représentant I'espace de solution
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Synthese Algebrique : intérét

* Comportement attendu i 04
 R1: Il suffit d’avoir ‘i1’ pour avoir ‘01", - o "
 R2:Ilfaut avoir ‘i2’” pour avoir ‘02". i, : 02
 R3:‘01 et ‘02’ ne sont jamais simultanément vrais. > >

» Approches classiques i1 i2 | 04 | 0
e J|dentification d’'une solution
= Etes-vous chanceux ?

* Renseignement d’une table de vérite
= Laborieux quand la taille augmente

- -0 O
- oo
= [ = XX
o|lo(X |[o

e Synthese Algébrique
e Reésolution d’un systeme d’équations entre
des fonctions booléennes
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Synthese Algebrique : intérét

* Comportement attendu i 04
 R1: Il suffit d’avoir ‘i1’ pour avoir ‘01", - o "
 R2:Ilfaut avoir ‘i2’” pour avoir ‘02". i, : 02
 R3:‘01 et ‘02’ ne sont jamais simultanément vrais. > >

» Approches classiques i1 i2 | 04 | 0
* I|dentification d’'une solution 0 0 0 0
= Etes-vous chanceux ? 0 1 3
* Renseignement d’une table de vérite X
= Laborieux quand la taille augmente 1 0 1 0
1 1 1 0
e Synthese Algébrique o
* Résolution d’un systeme d’équations entre 01=14+1
des fonctions booléennes 0, =
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Synthese Algebrique : intérét

* Comportement attendu i 04
 R1: Il suffit d’avoir ‘i1’ pour avoir ‘01", - o "
 R2:Ilfaut avoir ‘i2’” pour avoir ‘02". i, : 02
 R3:‘01 et ‘02’ ne sont jamais simultanément vrais. > >

» Approches classiques i1 i2 | 04 | 0
* |dentification d’une solution 0 0 0 0
= Etes-vous chanceux ? 0 1 1 1
* Renseignement d’une table de vérite
= Laborieux quand la taille augmente 1 0 1 0
1 1 1 0
e Synthese Algébrique o
* Résolution d’un systeme d’équations entre 01=1+1
des fonctions booléennes 0,=1;1"1y
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Synthese Algebrique : intérét

I 04
— o
« Comportement attendu i ? o,
 R1: Il suffit d’avoir ‘i1’ pour avoir ‘01", > ’
 R2:Ilfaut avoir ‘i2’” pour avoir ‘02".
* R3:‘01" et ‘02’ ne sont jamais simultanément vrais. . .
4 I2 01 02
A h lassi 0 0 0 0
* Approches classiques '
* I|dentification d’une solution 0 1 ! !
= Etes-vous chanceux ? Nope... (6/256) 1 0 1 0
* Renseignement d’une table de verité 1 1 1 0

= Laborieux quand la taille augmente

01 - i1 + iz
* Synthése Algébrique 0; =110
e Reésolution d’un systeme d’équations entre )
des fonctions booléennes Erreur : La valeur déepend de

celles fixées précédemment !
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Synthese Algebrique : intérét

I 04
— o
« Comportement attendu i ? o,
 R1: Il suffit d’avoir ‘i1’ pour avoir ‘01", > ’
 R2:Ilfaut avoir ‘i2’” pour avoir ‘02".
e R3:‘01" et ‘02’ ne sont jamais simultanément vrais.
I4 12 01 02
A h lassi 0 0 0 0
* Approches classiques '
* |dentification d’une solution 0 1 0 L
= Etes-vous chanceux ? Nope... (6/256) 1 0 1 0
* Renseignement d’une table de verité 1 1 1 0

= Laborieux quand la taille augmente

01:.1+i2 Olzil
* Synthése Algébrique 0= i1 10 0; = i1-10;
e Reésolution d’un systeme d’équations entre )
des fonctions booléennes Erreur : La valeur déepend de

celles fixées précédemment !
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Synthese Algebrique : intérét

I 04
— o
- Comportement attendu i, ? 0,
 R1: Il suffit d’avoir ‘i1’ pour avoir ‘01", > >
 R2:Ilfaut avoir ‘i2’” pour avoir ‘02".
e R3:‘01" et ‘02’ ne sont jamais simultanément vrais.
14 12 01 02
: 0 0 X 0
* Approches classiques 0 ] . Ny
* |dentification d’une solution
= Etes-vous chanceux ? 1 0 1 0
* Renseignement d’une table de vérite 1 1 1 0
= Laborieux quand la taille augmente
. , . . 01 =11 + P1
» Synthése Algébrique 0; <1 —) =
SR NPT 0. -0, =0 0; =111 P1-P;
e Reésolution d’un systeme d’équations entre 1-Uz2 =

des fonctions booléennes

La synthése algébrique donne les équations paramétriques
permettant d’exprimer toutes les solutions possibles
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Synthese algébrique : Principe de résolution

Tout part des equations booléennes :
=2O0rdrel:a-x+b-x=0

=2>O0rdre2:a+x{ X, +b-x{ x,+c-x; - X;+d-x;-x, =0

=2>Ordren:C(a,b,c, ..., x{, Xy, .., X)) =0
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Synthese algébrique : Principe de résolution

Tout part des equations booléennes :
=2>O0rdrel:a-x+b-x=0

=2>O0rdre2:a+X;y* X, +b Xy x,+c-xy-x,+d-x;:-x,=0
=2>Ordren:C(a,b,c,...,xX1,Xy, .., X)) =0

e Pour une équation d’ordre 1 :

il a été démontre quex = a + b - p est une solutionssia - b = 0,
avec p un parametre binaire
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Synthese algébrique : Principe de résolution

Tout part des éguations booléennes :
= Ordrel:a-x+b:-x=0

=> Ordre2:a Xy X +b Xy xp+cCc-x1 - X3+d-x1-x, =0
= Ordren:C(a,b,c,...,x1, X9, .., X)) =0

* Pour une équation d’ordre 1 :

il a été demontré que x = a + b - p est une solutionssia - b = 0,
avec p un parametre binaire

* Pour une équation d’ordre 2 :

a-x;+c-x;=a,

b-%+d-x; = b, alors, nous devons résoudre a, * X5 + by * x5 > 0 (ég. d’ordre 1)

Si nous posons {
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Synthese algébrique : Principe de résolution

Tout part des équations booléennes (contraintes)

e R1: Il suffit d’avoir ‘i1’ pour avoir ‘o1 = i1 <0l =il-01=0
e R2:llfaut avoir ‘i2" pour avoir ‘02", = 02 <i2=02-12=0
e R3:‘01 et ‘02’ ne sont jamais simultanément Vrai. = 0l -02 =20
Synthése algébrique 51 01
. 7 . \ 7 . 7 — ﬁ
* Nous voulons une unique équation a égalité O _ ”
=>il-0l+02-i2+01-02 =0 L2 ' 0>
—  —

* Identification des inconnues {x; = 01,x, = 02}

=il-x14+i2-x2+x1 -x2 =0 i i o, o,
e il faut le mettre sous la forme : 0 0 X 0
a-x{xX,+b-xy-x,+c-x;-x,+d-x;-x,=0 0 1 X X

1 0 1 0
Astuce : 1 1 1 0
i1-x1-(x2+x2)+i2-(x1+x1)-x2+x1 -x2 = 0

=il-x1-x2+(@{1+i2)-x1-x2+0-x1-x2+1-x1 -x2 =0

Formation SED Synthese Algébrique Janvier 2024 29/37



Synthese algébrique : Principe de résolution

Synthese algébrique

e il faut le mettre sous la forme : i1_> —01
a-x{ X,+b-x{ - x,+c-x; - x;+d-x;-x,=0 i, ? o,
—) e
Astuce :
il-x1-(x2+x2)+i2-(x1+x1)-x2+x1 -x2 =0
=il -x1-x2+(1+i2)-x1-x2+0-x1-x2+1-x1 -x2 = 0 h | I | 01 | O
0 0 X 0
Solution paramétrique : 0 1 X X
{01=i_1+|31_ 1 0 1 0
02=1il:i2:-Py-Py 1 1 1 0

6 Solutions possibles

: 0,.=1 0,=1
01 = U1 = .
0,=0 02=11"1 02=0
P1=0 & P2=0 0, =i+, P1=0 & P2=1 0,=i4+1, P1=/i1 & P2=x 01=thL+1,
0;=0 0,=0 0; =131
P1=i2 & P2=x P1=/i2 & P2=0 P1=/i2 & P2=1
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Synthese Algebrique : [a meilleure solution

Données d’entrée . Dssertions
* Fragments de spécification donnés dans des :
formalismes différents (informel ou formel):
* Regles de sécurité,
 Fonctionnalités, ...

Fragments de spécification

}

Pourquoi une synthese algébrique ?
* Limite I'explosion combinatoire [Synthése algébrique]
 Veérifie la cohérence des spécifications
* Pour exprimer toutes les conditions dans |'espace l
de solution

Equations paramétriques
représentant I’espace de solution

Résultat attendu
e Lois de commande a implanter l

Optimisation pour extraire la loi de commande
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Synthese Algebrique : [a meilleure solution

Solution parametrique

P P, O1 07 i is 01 0,
{01 = ll + P4 o 0 0 il 0 i1 01 0 0 X 0
0; =1i1-i3-P1-P; 0 1 iy |-y " 0 1 X X
1 | 0 | 1 0 2, L %2 1 o | 1] o
i | @44 © 1 [ 1] 10
P1=/i1 & P2=1
P1=0 & P2=0 P1=0 & P2=1 Min 0;& Max0; |mportance de I'ordre !
i, B0, Max 02 & Min 04 Max 07 & Max 0, —_— P1=/i2 & P2=1
Min Oz & Min 0, Min 01 & Max 0, Max 01 & Min 0, Max 0z & Max 04
14 i2 01 (o]} 11 i2 04 (0] 11 12 04 (o] i i2 01 07
0 0 0 0 0 0 0 |0 0 0 1 0 0 0 1 0
o | 1| o] o o | 1|0 |14 o | 1|4 |0 o 1 (B | A
1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0
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Conclusion
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