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Considérons une chaine manufacturière

⇒ 43 entrées / 30 sorties

Synthèse Algébrique

Espace d’état 
du système
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• Système logique combinatoire
• Système dont les entrées et sorties ont une valeur logique 

(0 ou 1)
• Système pour lequel la valeur de chaque sortie à tout instant k est 

déterminée à partir de la valeur des entrées à cet instant k.

• Système logique séquentiel
• Système dont la valeur 𝑠%[𝑘] d’au moins une de ses sorties ne peut 

être déterminée uniquement à partir des seules valeurs de 𝑒&[𝑘] à 
ce même instant k.

• Ces sorties 𝑠%[𝑘] dépendent également de la valeur antérieure de 
certaines entrées. 

• L’évolution des valeurs antérieures est vue par variables internes du 
système

Système combinatoire / séquentiel

𝒆𝟏
𝒆𝟐
𝒆𝒎

Système
Logique

𝒔𝟏

𝒔𝟐

𝒔𝒏

𝑒𝑖 : Entrée 

𝑠𝑖 : Sortie
&
s𝟏 𝒌 = F𝟏 e𝟏 𝒌 ,⋯ , e𝒎 𝒌

⋮
s𝒏 𝒌 = F𝒏 e𝟏 𝒌 ,⋯ , e𝒎 𝒌

𝑥𝑙 : Variables internes s𝒏 𝒌 = F𝒏 e𝟏 𝒌 ,⋯ , e𝒎 𝒌 , 𝒙𝟏 𝒌 , 𝒙𝟐 𝒌 ,… , 𝒙𝒍 𝑲
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Structure d’algèbre de Boole

• Caractéristique
• Une algèbre de Boole est une structure algébrique basée sur un ensemble d’éléments 

et comportant 3 opérations internes satisfaisant 9 axiomes.
• S : Ensemble support de l’algèbre
• +,∙ : Opérateurs binaires internes
• : Opérateur unaire interne
• 0,1 : Éléments particuliers de S

• Axiomes 𝑥 " 𝑦 = 𝑦 " 𝑥 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 Commuta@vité
𝑥 " 𝑦 + 𝑧 = 𝑥 " 𝑦 + 𝑥 " 𝑧
𝑥 + 𝑦 " 𝑧 = 𝑥 + 𝑦 " 𝑥 + 𝑧 Distribu@vité

𝑥 " 1 = 𝑥 𝑥 + 0 = 𝑥 Eléments neutres
𝑥 " 𝑥 = 0 𝑥 + 𝑥 = 1 Eléments complémentaires

0 ≠ 1
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• Algèbre des variables booléennes
• Ensemble : 𝑆 = { 0 , 1 }
• Éléments particuliers : 0 , 1
• Opérations : ∨, ∧, ¬

• Algèbre des sous-ensembles d’un ensemble 𝐸
• Ensemble : 𝑃(𝑈) = { ∅ ,⋯ , 𝐸 }
• Éléments particuliers : ∅ , 𝐸
• Opérations : ∪, ∩, 𝐶(

Structure d’algèbre de Boole
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Synthèse algébrique
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Données d’entrée
• Fragments de spécification donnés dans des 

formalismes différents (informel ou formel):
• Règles de sécurité,
• Fonctionnalités, …

Pourquoi une synthèse algébrique ? 
• Limite l’explosion combinatoire
• Vérifie la cohérence des spécifications
• Pour exprimer toutes les conditions dans l’espace 

de solution

Résultat attendu
• Lois de commande à implanter

Synthèse Algébrique

Equations paramétriques 
représentant l’espace de solution
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• Propositions simples
• Il suffit d’avoir ‘A’ pour avoir ‘B’.

𝑨 ≤ 𝑩⟺ 𝑨 ⇒ 𝑩
• Il faut avoir ‘A’ pour avoir ‘B’.

𝑩 ≤ 𝑨
• Il est nécessaire et suffisant d’avoir ‘A’ pour avoir 

‘B’.
/𝑨 ≤ 𝑩
𝑩 ≤ 𝑨⟺ 𝑨 = 𝑩

• ‘A’ et ‘B’ ne peuvent pas avoir lieu simultanément.
𝑨 " 𝑩 = 0

Synthèse Algébrique : formalisation des exigences

Equations paramétriques 
représentant l’espace de solution
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• Comportement attendu
• R1 : Il suffit d’avoir ‘i1’ pour avoir ‘o1’.
• R2 : Il faut avoir ‘i2’ pour avoir ‘o2’. 
• R3 : ‘o1’ et ‘o2’ ne sont jamais simultanément vrais.

• Approches classiques
• Identification d’une solution

⇒	Êtes-vous chanceux ?
• Renseignement d’une table de vérité

⇒	Laborieux quand la taille augmente

• Synthèse Algébrique
• Résolution d’un système d’équations entre

des fonctions booléennes

Synthèse Algébrique : intérêt

𝒊𝟏

𝒊𝟐 ?
𝒐𝟏

𝒐𝟐

i1 i2 o1 o2
0 0 x
0 1 x x
1 0
1 1

1
1 0

0

0
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𝑶𝟐 =
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&
𝒊𝟏 ≤ 𝑶𝟏	
𝑶𝟐 ≤ 𝒊𝟐	
𝑶𝟏 1 𝑶𝟐 = 0

3
𝑶𝟏 = 𝒊𝟏 + P𝟏	
𝑶𝟐 = 0𝒊𝟏 1 𝒊𝟐 1 P𝟏 1 P𝟐

La synthèse algébrique donne les équations paramétriques 
permettant d’exprimer toutes les solutions possibles
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Tout part des équations booléennes : 
èOrdre 1 : 𝑎 ( �̅� + 𝑏 ( 𝑥 = 0

èOrdre 2 : 𝑎 ( 𝑥! ( 𝑥" + 𝑏 ( 𝑥! ( 𝑥" + 𝑐 ( 𝑥! ( 𝑥" + 𝑑 ( 𝑥! ( 𝑥" = 0

èOrdre n : 𝐶 𝑎, 𝑏, 𝑐, … , 𝑥!, 𝑥", … , 𝑥4 = 0

Synthèse algébrique : Principe de résolution
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Tout part des équations booléennes : 
èOrdre 1 : 𝑎 " �̅� + 𝑏 " 𝑥 = 0

èOrdre 2 : 𝑎 " 𝑥! " 𝑥" + 𝑏 " 𝑥! " 𝑥" + 𝑐 " 𝑥! " 𝑥" + 𝑑 " 𝑥! " 𝑥" = 0

èOrdre n : 𝐶 𝑎, 𝑏, 𝑐, … , 𝑥!, 𝑥", … , 𝑥# = 0

• Pour une équation d’ordre 1 : 
il a été démontré que 𝑥 = 𝑎 + .𝑏 " 𝑝 est une solution ssi 𝑎 " 𝑏 = 0, 
avec 𝑝 un paramètre binaire

Synthèse algébrique : Principe de résolution
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Tout part des équations booléennes : 
è Ordre 1 : 𝑎 1 �̅� + 𝑏 1 𝑥 = 0

è Ordre 2 : 𝑎 1 𝑥% 1 𝑥& + 𝑏 1 𝑥% 1 𝑥& + 𝑐 1 𝑥% 1 𝑥& + 𝑑 1 𝑥% 1 𝑥& = 0

è Ordre n : 𝐶 𝑎, 𝑏, 𝑐, … , 𝑥%, 𝑥&, … , 𝑥' = 0

• Pour une équation d’ordre 1 :

il a été démontré que 𝑥 = 𝑎 + >𝑏 1 𝑝 est une solution ssi 𝑎 1 𝑏 = 0, 
avec 𝑝 un paramètre binaire

• Pour une équation d’ordre 2 : 

Si nous posons 3
𝑎 1 𝑥% + 𝑐 1 𝑥% = 𝑎&
𝑏 1 𝑥% + 𝑑 1 𝑥% = 𝑏&

alors, nous devons résoudre 𝑎& 1 𝑥& + 𝑏& 1 𝑥&=? 0 (éq. d’ordre 1) 

Synthèse algébrique : Principe de résolution
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Tout part des équations booléennes (contraintes) 
• R1 : Il suffit d’avoir ‘i1’ pour avoir ‘o1’. ⇒ 𝑖1 ≤ 𝑜1 ⇒ 𝑖1 ⋅ 𝑜1 = 0
• R2 : Il faut avoir ‘i2’ pour avoir ‘o2’. ⇒ 𝑜2 ≤ 𝑖2 ⇒ 𝑜2 ⋅ 3𝑖2 = 0
• R3 : ‘o1’ et ‘o2’ ne sont jamais simultanément Vrai. ⇒ 𝑜1 ⋅ 𝑜2 = 0

Synthèse algébrique
• Nous voulons une unique équation à égalité 0
⇒ 𝑖1 ⋅ 𝑜1 + 𝑜2 ⋅ 3𝑖2 + 𝑜1 ⋅ 𝑜2 = 0

• Identification des inconnues {𝑥& = 𝑜1, 𝑥' = 𝑜2}
⇒ 𝑖1 ⋅ 𝑥1 + 3𝑖2 ⋅ 𝑥2 + 𝑥1 ⋅ 𝑥2 = 0

• il faut le mettre sous la forme : 
𝑎 9 𝑥& 9 𝑥' + 𝑏 9 𝑥& 9 𝑥' + 𝑐 9 𝑥& 9 𝑥' + 𝑑 9 𝑥& 9 𝑥' = 0

Astuce :
𝑖1 ⋅ 𝑥1 ⋅ (𝑥2 + 𝑥2) + 3𝑖2 ⋅ (𝑥1 + 𝑥1) ⋅ 𝑥2 + 𝑥1 ⋅ 𝑥2 = 0
⇒ 𝑖1 ⋅ 𝑥1 ⋅ 𝑥2 + 𝑖1 + 3𝑖2 ⋅ 𝑥1 ⋅ 𝑥2 + 0 ⋅ 𝑥1 ⋅ 𝑥2 + 1 ⋅ 𝑥1 ⋅ 𝑥2 = 0

Synthèse algébrique : Principe de résolution

𝒊𝟏

𝒊𝟐 ?
𝒐𝟏

𝒐𝟐

i1 i2 o1 o2
0 0 x
0 1 x x
1 0
1 1

1
1 0

0

0
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Synthèse algébrique : Principe de résolution

𝒊𝟏

𝒊𝟐 ?
𝒐𝟏

𝒐𝟐

i1 i2 o1 o2
0 0 x
0 1 x x
1 0
1 1

1
1 0

0

0

Synthèse algébrique
• il faut le mettre sous la forme : 
𝑎 9 𝑥& 9 𝑥' + 𝑏 9 𝑥& 9 𝑥' + 𝑐 9 𝑥& 9 𝑥' + 𝑑 9 𝑥& 9 𝑥' = 0

Astuce :
𝑖1 ⋅ 𝑥1 ⋅ (𝑥2 + 𝑥2) + 3𝑖2 ⋅ (𝑥1 + 𝑥1) ⋅ 𝑥2 + 𝑥1 ⋅ 𝑥2 = 0
⇒ 𝑖1 ⋅ 𝑥1 ⋅ 𝑥2 + 𝑖1 + 3𝑖2 ⋅ 𝑥1 ⋅ 𝑥2 + 0 ⋅ 𝑥1 ⋅ 𝑥2 + 1 ⋅ 𝑥1 ⋅ 𝑥2 = 0

Solution paramétrique : 

?
𝑜1 = 𝑖1 + P𝟏
𝑜2 = 3𝑖1 9 𝑖2 9 P𝟏 9 P𝟐

6 Solutions possibles

P1=0 & P2=0 P1=0 & P2=1 P1=/i1 & P2=x

P1=/i2 & P2=1

,𝑶𝟏 = 𝒊𝟏
𝑶𝟐 = 𝟎

,
𝑶𝟏 = 𝒊𝟏

𝑶𝟐 = 0𝒊𝟏 1 𝒊𝟐
,𝑶𝟏 = 𝟏	
𝑶𝟐 = 𝟎

4𝑶𝟏 = 𝒊𝟏 + 0𝒊𝟐
𝑶𝟐 = 0𝒊𝟏 1 𝒊𝟐

P1=i2 & P2=x P1=/i2 & P2=0

,𝑶𝟏 = 𝒊𝟏 + 𝒊𝟐
𝑶𝟐 = 𝟎 ,𝑶𝟏 = 𝒊𝟏 + 0𝒊𝟐

𝑶𝟐 = 𝟎
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Synthèse Algébrique : la meilleure solution 

Equations paramétriques 
représentant l’espace de solution

Optimisation pour extraire la loi de commande

Données d’entrée
• Fragments de spécification donnés dans des 

formalismes différents (informel ou formel):
• Règles de sécurité,
• Fonctionnalités, …

Pourquoi une synthèse algébrique ? 
• Limite l’explosion combinatoire
• Vérifie la cohérence des spécifications
• Pour exprimer toutes les conditions dans l’espace 

de solution

Résultat attendu
• Lois de commande à implanter

31/37



Formation SED Synthèse Algébrique Janvier 2024

Solution paramétrique

Synthèse Algébrique : la meilleure solution 

,
𝑶𝟏 = 𝒊𝟏 + P𝟏	
𝑶𝟐 = 0𝒊𝟏 1 𝒊𝟐 1 P𝟏 1 P𝟐

P1 P2 o1 o2
0 0 𝒊𝟏 0
0 1 𝒊𝟏 3𝒊𝟏 9 𝒊𝟐
1 0 1 0
1 1 1 0

𝒊𝟏

𝒊𝟐 ?
𝒐𝟏

𝒐𝟐

i1 i2 o1 o2
0 0 x
0 1 x x
1 0
1 1

1
1 0

0

0

i1 i2 o1 o2
0 0 1
0 1 0 1
1 0
1 1

Min 𝑶𝟐 & Min 𝑶𝟏 

Min 𝑶𝟐 & Max 𝑶𝟏
Max 𝑶𝟐 & Min 𝑶𝟏

Max 𝑶𝟐 & Max 𝑶𝟏

1
1 0

0

0

i1 i2 o1 o2
0 0 0
0 1 0 0
1 0
1 1

i1 i2 o1 o2
0 0 0
0 1 0 1
1 0
1 1

i1 i2 o1 o2
0 0 1
0 1 1 0
1 0
1 1

Min 𝑶𝟏 & Max 𝑶𝟐 Max 𝑶𝟏 & Min 𝑶𝟐

Max 𝑶𝟏 & Max 𝑶𝟐

1
1 0

0

0 1
1 0

0

0 1
1 0

0

0

Min 𝑶𝟏 & Min 𝑶𝟐 
Importance de l’ordre !P1=0 & P2=0 P1=0 & P2=1

P1=/i1 & P2=1

P1=/i2 & P2=1
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Conclusion
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