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I. Introduction

Les réseaux de Petri (RdP) ont été définis en 1962 par Carl Adam Petri, mathémaKcien allemand.

Les réseaux de Petri sont une famille de formalismes (paradigme) uKlisés pour la modélisaKon,
la simulaKon et l ’analyse des systèmes dynamiques, tout au long de leur cycle de vie.
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Définitions de base des RdP
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Structure statique
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Un réseau de Petri (RdP) est un graphe orienté biparK dont les nœuds sont des places et
des transiKons.

Il est défini par un 4-uplet PN = <P, T, Pre, Post> :
• P est l'ensemble fini des places, P = {p1, p2,...,pn},
• T est l'ensemble fini des transiKons, T = {t1,t2,...,tm},
• Pre : ( P x T ) ® IN est l’applicaKon d ’incidence avant,
• Post : ( P x T ) ® IN est l’applicaKon d ’incidence après.

Remarques :
• P Ç T = Æ ; T ¹ Æ et P ¹ Æ ; |P| = n et |T| = m .
• Si Pre et Post Î {0, 1}, le RdP est dit ordinaire.

II.1. Structure  statique
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II.1. Structure  statique
PN = < P, T, Pre, Post>

Matrices :
• Les matrices Pre et Post sont les matrices (n x m) où Pre( ., tj) et Post( ., tj) sont les

colonnes de ces matrices associées à la transition tj.
• La matrice d ’incidence W : (P x T ) ®Z est définie par W = Post - Pre.

Notations :
• °tj (resp. tj

°) : ensemble des places d'entrée (resp. de sortie) de tj.
• °pi (resp. pi

°) : ensemble des transitions d'entrée (resp. de sortie) de pi.
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Exemple.

II.1. Structure  statique

P = {p1, p2, p3} ; |P| = 3
T = {t1, t2, t3, t4} ; |T| = 4
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p1 p2

p3

t1

t2t3

t4

𝑃𝑟𝑒 = 	
𝑝1
𝑝	2
𝑝3

1 0 0 0
0 1 0 1
0 0 1 0

             𝑡1 𝑡2 𝑡3 𝑡4

𝑃𝑜𝑠𝑡 = 	
𝑝1
𝑝	2
𝑝3

0 0 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0

             𝑡1 𝑡2 𝑡3 𝑡4

𝑊 = 	𝑃𝑜𝑠𝑡 − 𝑃𝑟𝑒 =
−1 0 1 1
1 −1 0 −1
0 1 −1 0

p2° = {t2, t4}
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Structure dynamique
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II.2. Structure dynamique
Un réseau de Petri marqué est un couple (PN, M) où :

• PN = <P, T, Pre, Post> est un RdP, 
• M : P ® IN est une foncKon de marquage.

Etat global du modèle :
M = (M(p1), M(p2), ..., M(pn)) = (m1, m2, ..., mn).
dim M = |P| = n.

On note M0 le marquage iniKal du RdP.

M = (M(p1), M(p2), M(p3 ))

M = (m1, m2, m3 )

Exemple. 
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p1 p2

p3

t1

t2t3

t4
M0 = (1, 0, 1)
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II.2. Dynamique des RdP
Comportement asynchrone <=> un seul événement à un moment donné.

Une transiKon tj est validée ou franchissable (ou Krable) pour un marquage M ssi :

M ³ Pre(. ,tj).

Le franchissement, le Er ou la mise à feu d'une transiKon tj consiste à reKrer Pre(pi,tj) jetons
de chaque place d’entrée (piÎ °tj) et à ajouter Post(pi,tj) jetons dans chaque place de sorKe (pi
Î tj

°).
Ainsi, à parKr du marquage M, le franchissement d'une transiKon tj conduit au nouveau
marquage M' défini comme suit :

M’ = M – Pre( . , tj) + Post( . , tj).
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II.2. Dynamique des RdP

Valida-on d ’une transi-on : 

Franchissement d ’une transi-on :

t1 est franchissable t1 est franchissable t1 est franchissable t1 est non franchissable

p1 p2

p3 p4

t1

p1 p2

p3 p4

t1

p1 p2

p3 p4

t1

p1 p2

p3 p4

t1

2

3

p1 p2

p3 p4

t1

p1 p2

p3 p4

t1

p1 p2

p3 p4

t1

2

3

Exemple. 
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II.2. Dynamique des RdP

Avant franchissement de t.                  Après franchissement de t.

M – Pre( . , t) + Post( . , t) = M’
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Remarque. Il n’y a pas conservation du nombre de jetons.
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II.2. Dynamique des RdP
M M’ ou M[tj > M’, signifie que M’ est aieignable à parKr de M en effectuant le

franchissement de la transiKon tj.

M M’ ou M[S > M’, signifie que M’ est aieignable à parKr de M en effectuant le
franchissement de la séquence de transiKons S.

Exemple.

S = t1 t3 t4 t1.

M0 = (1, 0, 1)
t1 t3 t4 t1 M’ = (1, 1, 0)

R(M0) ou A(PN, M0) est l ’ensemble des marquages aieignables à parKr de M0 en effectuant 
un ou plusieurs Krages, i.e.,  R(M0) = { M / $ S tel que M0              M}.

tj
! →!

¾®¾s

¾®¾s
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p3

t1

t2t3
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• Une transition source est une transition sans place d’entrée (elle est toujours
franchissable).

Une transition puits est une transition sans place de sortie.

• Une boucle (pi, tj) (aussi appelée boucle de réentrance ou self loop) est telle que piÎ °tj et
piÎ tj

°.

Un RdP est pur s’il ne contient pas de boucle.
Remarque. Dans la matrice d’incidence W, il y a perte de l’information concernant la « boucle ».

II.2. Dynamique des RdP
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Conflits :

• Deux transiKons tj et tl sont en conflit structurel ssi elles ont au moins une place d’entrée en
commun, i.e., ° tj Ç ° tl ¹ Æ.
• Deux transiKons tj et tl sont en conflit effecEf pour un marquage M ssi elles ont au moins

une place d ’entrée pi en commun telle que :
M(pi) ³ Pre(pi, tj) 
M(pi) ³ Pre(pi, tl)
M(pi) < Pre(pi, tj) + Pre(pi, tl) .

Exemple.

Les transiFons t2 et t4 sont en conflit structurel.

Pour M = ( 0, 1, 1) les transiFons t2 et t4 sont en conflit effecFf.

II.2. Dynamique des RdP
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p1 p2

p3

t1

t2t3
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Constructions de base
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II.3.a. Actions séquentielles
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II.3.b. Non déterminisme / Choix
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II.3.c. Indépendance causale / parallélisme
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II.3.d. Synchronisa>on
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Outils d’analyse des RdP
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III. Ou?ls d’analyse des RdP
Les principales méthodes d’analyse sont :

• Les méthodes basées sur l’énumération de tous les états accessibles du système : arbres
ou graphes des marquages, arbres ou graphes de couverture.

• Les méthodes basées sur l’algèbre linéaire.

• Les méthodes de réduction du RdP.

Autres approches formelles :
» Graphes d’évolu3on, de marquage, « model checking », etc.
» Théorie des graphes, (Chre3enne, 1983)
» Automates temporisés, (Alur et al., 1993), (Sifakis et al., 1995)
» Méthodes linéaires, (Silva et al., 1998)
» Algèbre des dïoides, (Bacceli et al., 1992)
» Markoviennes, (Natkin, 1980).
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Graphe des marquages
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III.1. Arbre et graphe des marquages

L’arbre des marquages aOeignables définit tous les marquages que le modèle peut aieindre
à parKr de M0. Il s ’agit d ’une arborescence dans laquelle :

• les nœuds sont les marquages aieignables à parKr de M0,

• chaque arc représente le Krage d ’une transiKon,

• la racine de l ’arborescente correspond à M0 .

On obKent le graphe des marquages aOeignables en fusionnant les nœuds de l'arbre des
marquages aieignables qui correspondent au même marquage.
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III.1. Arbre des marquages

 

t1

t2

t3

t4

M0= (1,0,1)

1= (0,1,1)1M 2= (2,0,0)1M

1 = (0,0,2)2M 3= (1,1,0)2M

2= (0,2,0)3M

t1

t3

t3

t2

t2 t1

t4

t4

3= (2,0,0)3M

2= (1,1,0)4M4= (0,1,1)1M

M3= (1,0,1)

M2= (1,0,1) 2

1

= M0

= M0

1
1= M 3

2= M

2
1= M

(déjà atteint)

(déjà atteint)

(déjà atteint) (déjà atteint)

(déjà atteint)

Exemple. 
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III.1. Arbre des marquages

29/64

p1 p2

p3

t1

t2t3

t4

Exemple. 

Ensemble des marquages accessibles à partir de M0 : 
R(M0) = A(PN,M0) = {M0, M1, M2, M3 , M4, M5} :

1 0 1t1

t2

t3
0 1 1 2 0 0

0 0 2 1 1 0

t3

M1

M2

t3 t1

0 2 0

t1

t4

t4

t2

t2 t4

M3

M4

M5

M0

Problème. Le nombre de marquages accessibles peut-être infini (propriété de non bornitude). 
Dans ce cas il est impossible de construire l'arbre des marquages.
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Graphe de couverture

30/64



Formation SED Réseaux de Petri Janvier 2024 esp

III.2. Arbre et graphe de couverture
L’arbre de couverture (ou arbre de recouvrement) limite la taille de l’arbre lorsque le nombre

d’états n’est pas fini. Pour cela, un nouveau symbole w qui correspond à «l’infini» est
introduit.

L'algorithme de construcFon est le suivant :

1. A parFr de M0, on crée tous les noeuds successeurs qui correspondent à des marquages M accessibles à parFr de M0 par le 
franchissement d'une transiFon. Si M est strictement supérieur à M0 (i.e. M(pi) ³ M0(pi) " pi Î P et M ¹ M0), on remplace par w 
toutes les composantes de M qui sont strictement supérieures aux composantes correspondantes de M0. 

2. Pour chaque nouveau marquage M :

- S'il existe sur le chemin de M0 à M un marquage idenFque à M, alors on ne crée pas de successeur au marquage M (M est 
marqué «déjà aReint»).

- Si à parFr de M aucune transiFon n'est franchissable, M n'a pas de successeur et on retourne en 2 (M est marqué «blocage»).

- Sinon, on prolonge l'arbre en créant tous les noeuds successeurs de M en respectant les règles suivantes. Pour chaque 
successeur M' de M :

- Une composante w de M reste une composante w pour M'.
- S ’il existe sur le chemin de M0 à M un marquage M" tel que M’(pi) ³ M"(pi), " pi Î P et M' ¹ M", alors on remplace par w toutes les 

composantes de M' qui sont supérieures aux composantes de M". 

Remarque. M’ est supérieur à M ssi :  " pj Î P, M’(pj) ³ M(pj) et $ pi , M’(pi) > M(pi)
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Exemple. 

III.2. Graphe de couverture

32/64

p1 p3

p2

t1

t2

t3

1 0 0

1 ω 0

t2

0 ω 1
M2

t2
0 1 1

M3

M0

0 0 1

t3
M4

blocage

t1
M1

1 1 0

t3

t1

ω
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Equation d’état
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L ’équation d’état est définie par :
M’ = M + W.S

où :
• M est le marquage initial.
• S est le vecteur caractéristique de la séquence de franchissements S (dim S = |T|) dont la

jème composante correspond au nombre de franchissements de la transition tj dans la
séquence S.

• M’ est le nouveau marquage obtenu à partir de M et après que la séquence de
franchissement S ait été exécutée.

III.3. Equa?on d’état

34/64

Remarque. L ’équation d’état ne garantit pas que la séquence S soit franchissable (i.e., si la 
séquence est réalisable). Elle donne uniquement le marquage final obtenu après une séquence 
de franchissement donnée.
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Exemple. 

• A partir de M0 = (1, 0, 1), 
on applique la séquence de franchissement S = t1 t3 t4 t1.

S = (2, 0, 1, 1) = [2 0 1 1]T

35/64

M0

1 0 1t1

t2

t3
0 1 1 2 0 0

0 0 2 1 1 0

t3

M1

M2

t3 t1

0 2 0

t1

t4

t4

t2

t2 t4

M3

M4

M5

1
0
1
+

−1 0 1 1
1 −1 0 −1
0 1 −1 0

 . 

2
0
1
1

	=
1
1
0

 

• ⚠ Même résultat pour la séquence S’ = t1 t1t3 t4, 
mais séquence non réalisable à parKr de M0.

 

S = t1 t3 t4 t1. 

III.3. Equation d’état
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Invariants
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III.4. P-invariant (ou invariant de places)
Un vecteur X de dimension |P| = n tel que XiÎ IN+, pour i = 1, ..., n, est appelé un P-invariant

ou P-semi-flot si XT.W = 0, où W est la matrice d'incidence.

Un P-invariant X est minimal s’il n’existe aucun autre P-invariant ayant toutes ses composantes
inférieures ou égales aux composantes correspondantes de X.

Le support d’un P-invariant X est l'ensemble des places auxquelles est associée une
composante non nulle du P-invariant. C’est une composante conservative.

On dit que le support est minimal ssi il ne contient pas d'autre support de P-invariant que
l'ensemble vide et lui-même.
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III.4. P-invariant
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• XT . M = XT . M0

Pour M0 = (1, 0, 0) : 
X1 = (1, 1, 0) => M(p1) + M(p2) = 1 
X2 = (1, 0, 1) => M(p1) + M(p3) = 1

• XT . W = 0 
Pour ce RdP, il y a 2 P-invariants minimaux : 

X1 = (1, 1, 0) avec  𝑋1 	= { p1, p2}  
et 

X2 = (1, 0, 1) avec 𝑋2 	= { p1, p3}

Exemple. 

III.4. P-invariant
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p1

p2

p3

t1 t2

W = 
1 −1
−1 1
−1 1

1 0 0

0 1 1

t2 t1

M0

M1
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III.4. T-invariant (ou invariant de transi?ons)
Un vecteur Y de dimension |T| = m tel que Yi Î IN+, pour i = 1, ..., m, est appelé un T-invariant

ou T-semi-flot si W . Y = 0, où W est la matrice d'incidence.

De la même façon que pour les P-invariants,
• Un T-invariant Y est minimal si il n’existe aucun autre T-invariant ayant toutes ses composantes

inférieures ou égales aux composantes correspondantes de Y.
• On associe aux T-invariants un support qui est l'ensemble des transitions auxquelles est

associée une composante non nulle du T-invariant.

Si Y est un T-invariant alors il vérifie : M = M0 + W . Y = M0.

Les séquences de franchissement associées à un T-invariant, si elles sont réalisables, sont dites 
séquences répétitives.
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• Pour M0 = (1, 0, 0), les deux séquences répétitives sont :

 SY = t1 t2 M1
t1 

t2 M1 

S’Y = t2 t1 M0
t2 t1 M0 

• W . Y = 0 
Pour ce RdP, il y a 1 unique T-invariant minimal : 
Y = (1, 1) avec  𝑌 	= { t1, t2}

Exemple. 

III.4. T-invariant
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p1

p2

p3

t1 t2

W = 
1 −1
−1 1
−1 1

1 0 0

0 1 1

t2 t1

M0

M1
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III.4. Invariants
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p1 p2

p3

t1

t2t3

t4
1 0 1

M0

t1

t2

t3
0 1 1 2 0 0

0 0 2 1 1 0

t3

M1

M2

t3 t1

0 2 0

t1

t4

t4

t2

t2 t4

M3

M4

M5

Exemple. 

• XT . W = 0 
1 unique P-invariant minimal: 

X = (1, 1, 1) et  𝑋 	= { p1, p2 , p3}
M(p1) + M(p2) + M(p3) = constante  

• W . Y = 0 
2 T-invariants minimaux : 

Y1 = (1, 1, 1, 0) avec  𝑌! 	= { t1, t2, t3}
Y2 = (1, 0, 0, 1) avec  𝑌" 	= { t1, t4}

Pour M0 = (1, 0, 1) : 
• M(p1) + M(p2) + M(p3) = 2
• Séquences répétitives : < t1 t2 t3> et < t1 t4> 

W = 
−1 0 1 1
1 −1 0 −1
0 1 −1 0
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Propriétés des RdP
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IV. Propriétés des RdP

Il existe deux types de propriétés : 

• Les propriétés comportementales : elles dépendent du marquage initial M0 et de la 
structure du RdP.

• Les propriétés structurelles : elles dépendent uniquement de la structure du RdP.
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Propriétés comportementales
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IV.1. Propriétés comportementales
Atteignabilité (accessibilité)

Définition. Le problème d’atteignabilité d’un marquage M’ à partir d’un marquage M consiste
à vérifier s’il existe une séquence de transitions S telle que M M’, ou plus simplement si
M’ Î R(M).

Théorème 4.1.
• Si un RdP < PN, M0 > est borné, un marquage M est atteignable ssi le graphe des marquages

comporte un nœud représentant M.
• Si un RdP < PN, M0 > est non borné, il est impossible de vérifier à l’aide du graphe de 

couverture si M est atteignable. On peut seulement vérifier qu’il existe un marquage M’ ³ M.

Théorème 4.2. Pour tout marquage atteignable M d’un RdP, l’équation M = M0 + W . Y possède
au moins une solution, où W est la matrice d’incidence et Y est un vecteur de taille |T| à
composantes entières non négatives.

s¾®¾
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p1

p2

p3

p5 p6

t1

t2 t3

t4

p4

t5

1 0 0 0 0 0

M 0

0 1 1 1 0 0 M 1

0 0 0 1 1 0 M 2 0 1 0 0 0 1 M 3

t1

t2 t3

t5t4

R(M0) = A(N1,M0) = {M0, M1, M2, M3} : ensemble des marquages atteignables/accessibles à partir de M0.

Exemple 1. 
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IV.1.a. ANeignabilité / accessibilité

Soit le RdP <N1,M0> suivant : Le graphe de marquages de <N1, M0> est :
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Bornitude
Définitions. 
• Une place pi d’un RdP marqué < PN, M0 > est k-bornée s'il existe un entier positif k tel que pour

tout marquage M accessible à partir du marquage initial M0, on ait M(pi) £ k.

• Un RdP marqué < PN, M0 > est k-borné si toutes ses places sont k-bornées.

Remarque. On dit que le réseau est sain (ou sauf) s’il est 1-borné.

Théorème 4.3. Un RdP < PN, M0 > est borné ssi les marquages liés aux nœuds du graphe de
marquage/couverture ne comportent pas d ’élément « w ».
Si la condition précédente est vraie, le RdP est k-borné ssi les marquages du graphe de
marquages ne comportent pas d ’éléments supérieurs à k.

IV.1. Propriétés comportementales
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IV.1.b. Bornitude
Exemples. 

Pour ce RdP avec M0 = (1, 0, 0, 0, 0, 0), 
le modèle est borné à 1, i.e., le RdP <N1, M0 > est sauf.

1 0 0 0 0 0

M0

0 1 1 1 0 0 M1

0 0 0 1 1 0 M2 0 1 0 0 0 1 M3

t1

t2 t3

t5t4
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p1 p2

p3
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t2t3

t4

1 0 1t1

t2

t3
0 1 1 2 0 0

0 0 2 1 1 0

t3

M1

M2

t3 t1

0 2 0

t1

t4

t4

t2

t2 t4

M3

M4

M5

M0

Pour celui-ci avec M0 = (1, 0, 1), 
le modèle est borné à 2.
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Vivacité et blocage 
DéfiniEon. Une transiKon tj d ’un RdP < PN, M0 > est vivante si quel que soit le marquage M

accessible à parKr du marquage M0, il existe une séquence de franchissement S qui, partant de
M, conduit à un marquage qui permet de franchir la transiKon tj, i.e. :

" M Î R(M0), $ M’ Î R(M) tel que tj est franchissable pour M’.

DéfiniEon. Un RdP < PN, M0 > est vivant si toutes ses transiKons sont vivantes. 

DéfiniEon. Si il existe dans un RdP < PN, M0 >, un marquage accessible M pour lequel aucune
transiKon n’est franchissable, ce marquage est un blocage, i.e. :

$ M Î R(M0) tel que M < Pre(., tj), " tj Î T.

Remarques. 1) le fait qu'un RdP soit vivant exclut les blocages et garanFt l’absence de parFe morte (jamais a]einte).
2) le fait qu’un RdP comporte un blocage garanFt que le RdP n’est pas vivant (l’inverse n’est pas vrai !). 

IV.1. Propriétés comportementales
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IV.1.c. Vivacité
Exemple 1. 

Pour ce RdP avec M0 = (1, 0, 0, 0, 0, 0), toutes les transiKons sont vivantes. 
Le RdP <N1, M0 > est donc vivant.
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Réversibilité et état d ’accueil 

DéfiniEon. Un marquage Ma est dit état d ’accueil s’il peut être aieint à parKr de tous les
marquages aieignables, i.e., Ma Î R(M), quel que soit M Î R(M0).

DéfiniEon. Un RdP < PN, M0 > est réversible si quel que soit le marquage M aieignable à parKr
du marquage iniKal M0, M0 est aieignable à parKr de M.

En d'autres termes, un RdP < PN, M0 > est réversible si le marquage iniKal M0 est état d’accueil.

IV.1. Propriétés comportementales

Exemple 1. 

Le RdP <N1, M0 > est réversible.

1 0 0 0 0 0

M 0

0 1 1 1 0 0 M 1

0 0 0 1 1 0 M 2 0 1 0 0 0 1 M 3

t1

t2 t3

t5t4
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Propriétés structurelles 
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IV.2. Propriétés structurelles 
• Un RdP est dit structurellement borné s’il est borné pour tout marquage initial M0.

• Un RdP est dit structurellement vivant s’il existe un marquage initial M0 tel qu’il soit vivant.

• Un RdP est dit conservatif s’il existe un vecteur colonne X ³ 0, de taille |P|, tel que
XT.M = XT. M0, " M0 et " M Î R(M0).

• Un RdP est dit répétitif s’il existe un marquage initial M0 et une séquence S de transitions
franchissables dans laquelle chaque transition apparaît un nombre illimité de fois.

• Un RdP est dit consistant s’il existe un marquage initial M0 et une séquence S de transitions
franchissables qui contient au moins une fois chaque transition et dont le franchissement
conduit à nouveau à M0.

Remarques. 
• Un RdP vivant est structurellement vivant, mais la réciproque est fausse.
• Si un RdP est structurellement borné et structurellement vivant, alors il est consistant et conservatif.
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IV.2. Propriétés structurelles 
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p1 p2

p3

t1

t2t3

t4

Exemple. • M(p1) + M(p2) + M(p3) = constante, i.e., P-invariant X > 0
(condition suffisante)

=> toutes les places sont bornées quel que soit le marquage

=> RdP structurellement borné 

=> RdP conservatif 

• Pour M0 = (1, 0, 1) : il est vivant

=> RdP structurellement vivant

• Chaque transition est couvert par un T-invariant

=> RdP consistant

=> RdP répétitif
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Conclusion
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§ autonomes
§ labélisés
§ synchronisés
§ temporisés, temporels
§ stochasFques,
§ colorés, objets, flous,
§ conFnus, hybrides,
§ etc.

uFlisés pour :

© Silva

V. Conclusion
Type de réseaux de Petri :

o l’évaluation de performances,
o le contrôle, la commande,
o l’ordonnancement,
o la conception, la spécification,
o le test, l’identification d’états
o le diagnostic,
o etc.
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• Petri Nets World: 
http://www.petri-net.de/

• Tools on Petri nets: 
https://www.informatik.uni-hamburg.de/TGI/PetriNets/tools/quick.html
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