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|. Introduction

Les réseaux de Petri (RdP) ont été définis en 1962 par Carl Adam Petri, mathématicien allemand.

£
s’ #
«

A

Cavl Adam Peivi

Les réseaux de Petri sont une famille de formalismes (paradigme) utilisés pour la modélisation,
la simulation et | ‘analyse des systemes dynamiques, tout au long de leur cycle de vie.
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Définitions de base des RdP
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Structure statique
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II.1. Structure statique

Un réseau de Petri (RdP) est un graphe orienté biparti dont les nceuds sont des places et
des transitions.

Il est défini par un 4-uplet PN =<P, T, Pre, Post> :
e Pestl'ensemble fini des places, P={p4, p,,....0,},
e Testl'ensemble fini des transitions, T = {t,,t,,...,t .},
e Pre:(PxT)— INestlapplication d ‘incidence avant,
e Post:(PxT)—IN estlapplication d’incidence apres.

Remarques :
e PNT=0:T-BetP=;|P|=net|T|=m.
e SiPreet Post € {0, 1}, le RdP est dit ordinaire.
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II.1. Structure statique

PN = < B T, Pre, Post>

|
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* Les matrices Pre et Post sont les matrices (n x m) ou Pre( ., t;) et Post( ., t;) sont les
colonnes de ces matrices associées a la transition ;.

e La matrice d ’incidence W : (P x T ) — Z est définie par W = Post - Pre.

Notations :
e 't/ (resp.t;): ensemble des places d'entrée (resp. de sortie) de t,.
e p;(resp.p;): ensemble des transitions d'entrée (resp. de sortie) de p..
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II.1. Structure statique

Exemple.
P={p.y, py p3}; |P| =3 p,° ={ty, ty}
T= {tll t21 t3/ t4}/ |T| = 4

° p,;1 0 0 O p,0 0 1 1
Pre = P> 0 1 0 1 Post = P> 1 0 0 0

o ‘ p.|0 0 1 0 p,|l0 1 0 0
t, t, t; t, t, t, t; t,

-1 0 1 1
W= Post—Pre=|1 -1 0 -1
0 1 -1 O
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Structure dynamique
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1.2. Structure dynamique

Un réseau de Petri marqué est un couple (PN, M) ou :
e PN=<P T Pre, Post>est un RdP,
e M:P—IN estune fonction de marquage.

Etat global du modele :
M = (M(py), M(p,), ..., M(py)) = (Mg, m,, ..., mp).

dim M= |P| =n. ts ps t

On note M, le marquage initial du RdP.

Exemple. o ‘
M = (M(p,), M(p,), M(p3)) “
M =(my, my, m3) Mo=(10.1
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1.2. Dynamique des RdP

Comportement asynchrone <=> un seul événement a un moment donné.

Une transition t; est validée ou franchissable (ou tirable) pour un marquage M ssi :
M 2 Pre(. ,t)).

Le franchissement, le tir ou la mise a feu d'une transition t; consiste a retirer Pre(p,t;) jetons
de chaque place d’entrée (p; € 't;) et a ajouter Post(p,t;) jetons dans chaque place de sortie (p;

€ t;).
Ainsi, a partir du marquage M, le franchissement d'une transition t; conduit au nouveau
marquage M' défini comme suit :

M’=M—Pre(.,t)+ Post(.,t).
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1.2. Dynamique des RdP

Exemple.
Validation d ‘une transition :

JOoNOONONONONIONe!

Paipa Sl g

t, est franchissable t, est franchissable  t, est franchissable t; est non franchissable

Franchissement d ‘une transition :

pl@ sz pl@ Opz p1© sz

oo ol cRo)
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1.2. Dynamique des RdP

Exemple. » 3 P 3

pz@/ : pz@/ :

Avant franchissement de t. £ Apres franchissement de t. £
M —Pre(.,t)+Post(.,t) =M’
3| [3] [0] [0
2 1 0 1
O|—-{0|+|1|=|1
0 0 1 1
0] [0 [ 1] [1]

remarque. |l n’y a pas conservation du nombre de jetons.
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1.2. Dynamique des RdP

M —— M’ ou MI[t; > M’, signifie que M’ est atteignable a partir de M en effectuant le
franchissement de la transition t,.

M ——M’ ou MIS > M’, signifie que M’ est atteignable & partir de M en effectuant le
franchissement de la séquence de transitions S.

Exemple.

S=tl3t,ty

o O =0
My=(1,0,1) ——=53 M’=(1, 1, 0) “

R(M,) ou A(PN, M,) est | ‘'ensemble des marquages atteignabsles a partir de M, en effectuant
un ou plusieurs tirages, i.e., R(My)={M/3S tel que My— M}.
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1.2. Dynamique des RdP

Une transition source est une transition sans place d’entrée (elle est toujours
franchissable).

Une transition puits est une transition sans place de sortie.

* Une boucle (p, t)) (aussi appelée boucle de réentrance ou self loop) est telle que p; € t; et

p/' & tjo °

Un RdP est pur s’il ne contient pas de boucle.

Remarque. Dans la matrice d’incidence W, il y a perte de I'information concernant la « boucle ».
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1.2. Dynamique des RdP

Confilits :

* Deux transitions t; et t; sont en conflit structurel ssi elles ont au moins une place d’entrée en
commun, i.e., °t; N °t # Q.

* Deux transitions ¢; et t; sont en conflit effectif pour un marquage M ssi elles ont au moins
une place d ‘entrée p; en commun telle que :

M(p;) = Pre(p, t))
M(p,) = Pre(p;, t)) P34

M(p;) < Pre(p;, t;) + Pre(p;, t)) . °

Exemple. ‘ °

Les transitions t, et t, sont en conflit structurel.

Pour M=(0, 1, 1) les transitions t, et t, sont en conflit effectif.
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Constructions de base
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I1.3.a. Actions sequentielles

DS BOS RO

Formation SED Réseaux de Petri Janvier 2024 19/64



11.3.b. Non déterminisme / Choix
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V4 .

1.3.c. Indépendance causale / parallélisme
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11.3.d. Synchronisation
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lIl. Outils d’analyse des RdP
l1l.1. Graphe des marquages
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I11.3. Equation d’état
[[1.4. Invariants
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Outils d’analyse des RdP
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Il1. Outils d’analyse des RdP

Les principales méthodes d’analyse sont :

* Les méthodes basées sur I'énumération de tous les états accessibles du systeme : arbres
ou graphes des marquages, arbres ou graphes de couverture.

* Les méthodes basées sur 'algebre linéaire.

e Les méthodes de réduction du RdP.

Autres approches formelles :
» Graphes d’évolution, de marquage, « model checking », etc.
» Théorie des graphes, (Chretienne, 1983)
» Automates temporisés, (Alur et al., 1993), (Sifakis et al., 1995)
» Méthodes linéaires, (Silva et al., 1998)
» Algebre des dioides, (Bacceli et al., 1992)
» Markoviennes, (Natkin, 1980).
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Graphe des marquages
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I11.1. Arbre et graphe des marquages

L'arbre des marquages atteignables définit tous les marquages que le modéle peut atteindre
a partir de M. Il s ‘agit d ‘'une arborescence dans laquelle :

* |es noeuds sont les marquages atteignables a partir de M,
e chaque arc représente le tirage d ‘une transition,

e |aracine de | 'arborescente correspond a M, .

On obtient le graphe des marquages atteignables en fusionnant les noeuds de l'arbre des
marguages atteignables qui correspondent au méme marquage.
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I11.1. Arbre des marquages

Formation SED

4

1:
M1=(10.1)

(déja atteint)

o= (1,0,1)
3
(0.1,1) M 2= (2,0,0)
tl
M3=(002) M3=(1,1,0)
13 0 t1 t4
M= (1,0,1) M 2=(0,2,0) M3= (200)
=M, - M2

4é 1
(deja attemt) t2 t4 (déja atteint)

=(0,1,1) M32=(1,1,0)

(déja atteint) (d¢ja atteint)
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I11.1. Arbre des marquages

Exemple.

Ensemble des marquages accessibles a partir de M, :
R(My) = A(PN,Mo) = {Mo, My, My, My, My, Ms}

Probleme. Le nombre de marquages accessibles peut-étre infini (propriété de non bornitude).
Dans ce cas il est impossible de construire I'arbre des marquages.
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Graphe de couverture
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I11.2. Arbre et graphe de couverture

L’arbre de couverture (ou arbre de recouvrement) limite la taille de I'arbre lorsque le nombre
d’états n’est pas fini. Pour cela, un nouveau symbole o qui correspond a «l'infini» est

introduit.
Remarque. M” est supérieura M ssi: V p;e B M'(p;) =2 M(p,) et 3 p;, M’(p;) > M(p))

L'algorithme de construction est le suivant :

1. A partir de M,, on crée tous les noeuds successeurs qui correspondent a des marquages M accessibles a partir de M, par le
franchissement d'une transition. Si M est strictement supérieur a M, (i.e. M(p,;) = My(p;) ¥V p, € P et M # M,), on remplace par ®
toutes les composantes de M qui sont strictement supérieures aux composantes correspondantes de M.

2. Pour chaque nouveau marquage M :

- S'il existe sur le chemin de M, a M un marquage identique a M, alors on ne crée pas de successeur au marquage M (M est
margué «déja atteint»).

- Si a partir de M aucune transition n'est franchissable, M n'a pas de successeur et on retourne en 2 (M est marqué «blocage»).

- Sinon, on prolonge l'arbre en créant tous les noeuds successeurs de M en respectant les regles suivantes. Pour chaque
successeur M' de M :

- Une composante ® de M reste une composante o pour M'.
- S'il existe sur le chemin de M, a M un marquage M" tel que M'(p;) > M"(p), ¥V p, € P et M' = M", alors on remplace par ® toutes les
composantes de M' qui sont supérieures aux composantes de M".
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I11.2. Graphe de couverture

Exemple.
Mo
100

M, ty t; M,

Dl bLO 011

t . :

M, M,

Owl 001

U blocage
{3
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Equation d’etat
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11.3. Equation d’état

L ‘équation d’état est définie par :
M =M+ W.S
ou :
e M est le marquage initial.

e S est le vecteur caractéristique de la séquence de franchissements S (dim S=|T|) dont |a

j°™ composante correspond au nombre de franchissements de la transition t; dans la
sequence S.

e M’ est le nouveau marquage obtenu a partir de M et apres que la séquence de
franchissement S ait eté exécutée.

rRemarque. L "équation d’état ne garantit pas que la séquence S soit franchissable (i.e., si la
sequence est réalisable). Elle donne uniqguement le marquage final obtenu apres une séquence
de franchissement donnée.
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111.3. Equation d’état

Exemple.

* Apartirde My=(1, 0, 1), S=titstyty,
on applique la séquence de franchissement S = t; t5 ¢, t;.

$=(2,0,1,1)=[2011)"

1 -1 O 1 1 g 1
of+|]1 -1 O —1]. 1= 1
1 0 1 -1 O 1 0

o /L. Méme résultat pour la séquence S’ =t t;t3 ty,
mais séquence non réalisable a partir de M.
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Invariants
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I11.4. P-invariant (ou invariant de places)

Un vecteur X de dimension |P| = n tel que X, € IN*, pouri=1, ..., n, est appelé un P-invariant
ou P-semi-flot si X™.W =0, ou W est la matrice d'incidence.

Un P-invariant X est minimal s’il n’existe aucun autre P-invariant ayant toutes ses composantes
inférieures ou égales aux composantes correspondantes de X.

Le support d'un P-invariant X est l'ensemble des places auxquelles est associée une
composante non nulle du P-invariant. C'est une composante conservative.

On dit que le support est minimal ssi il ne contient pas d'autre support de P-invariant que
I'ensemble vide et lui-méme.
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II1.4. P-invariant

Théoreme 3.1. Soit X un P-invariant et M, le marquage initial d'un RdP. Alors, quel que soit le
marquage M accessible a partir de My ( M € R(M,)), on a la relation suivante :

XT.M = X".M,

Démonstration.
M =M, + W.S.
XM =X". Mg+ X". WS.
Si X est un P-invariant alors il vérifie : XTW =0
donc X".M = X".M,

Comme X et Mysont connus : X'.M = constante.
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I11.4. P-invariant

e XT.W=0
tq Pour ce RdP, il y a 2 P-invariants minimaux :

Xlz(ll 1/ O) avec ”Xlll :{p19p2}
O
X2:(1I Or 1) avec ”XZH :{p19p3}

Ps3
° T = XT
XT.M=X".M, v (100
Pour M,=(1,0,0): 0
X =(1,1,0) =  Mp)+Mlp,) =1 f tl')
X,=(1,0,1) =>  M(py)+M(ps) =1 \
M, 011
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I11.4. T-invariant (ou invariant de transitions)

Un vecteur Y de dimension |T| = m tel que Y, € IN*, pouri=1, ..., m, est appelé un T-invariant
ou T-semi-flot si W. Y =0, ou W est la matrice d'incidence.

De la méme facon que pour les P-invariants,

e Un T-invariant Y est minimal si il n’existe aucun autre T-invariant ayant toutes ses composantes
inférieures ou égales aux composantes correspondantes de Y.

* On associe aux T-invariants un support qui est I'ensemble des transitions auxquelles est
associee une composante non nulle du T-invariant.

Si Y est un T-invariant alors il vérifie : M =My + W. Y = M,.

Les séquences de franchissement associées a un T-invariant, si elles sont réalisables, sont dites
séquences répétitives.
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I1l.4. T-invariant

e W.Y=0
tq Pour ce RdP, il y a 1 unique T-invariant minimal :
Y=(1,1)avec [[Y]l={z, t,}

P3

e Pour M, = (1,0, 0), les deux séquences répétitives sont :

6t
Sy=tt M, — M,

Lt
Sy=t 1 Mo — M,

Formation SED Réseaux de Petri Janvier 2024



111.4. Invariants

e XT.W=0

1 unique P-invariant minimal:
X: (1/ 1) 1) et ”X” = {pll IDZ Y 103}
M(p,) + M(p,) + M(p3) = constante

e W.Y=0
2 T-invariants minimaux :
Y,=(1,1,1,0)avec ||V1]| ={ty, t,, t3}
Y,=(1,0,0,1)avec ||Y>]| ={t, ts}
Formation SED

Pour My=(1,0, 1) :
* Mlp,) + M(p,) + M(p;) =2
e Séquences répétitives: <, t, t,>et<t, t,>

Janvier 2024
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Proprietés des RdP
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IV. Propriétés des RdP

Il existe deux types de proprietés :

* Les propriétés comportementales : elles dépendent du marquage initial My et de la
structure du RdP.

* Les propriétés structurelles : elles dépendent uniqguement de la structure du RdP.
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Proprietés comportementales
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IV.1. Proprietés comportementales

Atteignabilité (accessibilité)

Définition. Le probleme d’atteignabilité d’'un marquage M’ a partir d'un marquage M consiste
a verifier s'il existe une sequence de transitions S telle que M 5, M’, ou plus simplement si
M’ e R(M).

Théoreme 4.1.

* Siun RdP < PN, M, > est borné, un marquage M est atteignable ssi le graphe des marquages
comporte un nceud représentant M.

e Siun RdP < PN, M, > est non borné, il est impossible de vérifier a I'aide du graphe de
couverture si M est atteignable. On peut seulement vérifier gu’il existe un marquage M’ > M.

Théoreme 4.2. Pour tout marquage atteignable M d’un RdP, I'équation M = M, + W . Y possede
au moins une solution, ou W est la matrice d’incidence et Y est un vecteur de taille |T| a
composantes entieres non négatives.
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IV.1.a. Atteignabilité / accessibilité

Exemple 1.
Soit le RdP <N1,My> suivant : Le graphe de marquages de <N1, My> est :
My
100000
l
P> 4 Is
[0 11100 ] M1
5
Ps / \
2 [000110]M2 [010001]M3

R(My) = A(N1,M,) = {M,, My, M,, M5} : ensemble des marquages atteignables/accessibles a partir de M,,.

Formation SED Réseaux de Petri Janvier 2024
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IV.1. Proprietés comportementales

Bornitude
Définitions.
* Une place p; d’un RdP marqué < PN, M, > est k-bornée s'il existe un entier positif k tel que pour
tout marquage M accessible a partir du marquage initial M,, on ait M(p,) < k.

* Un RdP marqué < PN, M, > est k-borné si toutes ses places sont k-bornées.

Remargue. On dit que le réseau est sain (ou sauf) s’il est 1-borné.

Théoreme 4.3. Un RdP < PN, M, > est borné ssi les marquages liés aux nceuds du graphe de
marquage/couverture ne comportent pas d ‘élément « @ ».
Si la condition précédente est vraie, le RdP est k-borné ssi les marquages du graphe de
marquages ne comportent pas d 'éléments supérieurs a k.
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IV.1.b. Bornitude

Exemples.
P
>® < My
f 100000
t
P> Pa ‘) l 1 .
2 ¢ 2 (011100 M1
Ps Pe / \
7 Y. (000110)M2  [010001] M3

Pour ce RdP avec My =(1,0, 0, 0, O, 0), Pour celui-ci avec My =(1, 0, 1),
le modele est borné a 1, i.e., le RdP <N1, M, > est sauf. le modele est borné a 2.
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IV.1. Proprietés comportementales

Vivacité et blocage

Définition. Une transition t; d 'un RdP < PN, M, > est vivante si quel que soit le marquage M
accessible a partir du marquage M,, il existe une séquence de franchissement S qui, partant de
M, conduit a un marquage qui permet de franchir la transition ¢, i.e. :

V M € R(My), 3 M’" e R(M) tel que t; est franchissable pour M’

Définition. Un RdP < PN, M, > est vivant si toutes ses transitions sont vivantes.

Définition. Si il existe dans un RdP < PN, M, >, un marquage accessible M pour lequel aucune

transition n’est franchissable, ce marquage est un blocage, i.e. :
1M e R(Mg) tel que M < Pre(, t), Vit e T.

Remarques. 1) le fait qu'un RdP soit vivant exclut les blocages et garantit 'absence de partie morte (jamais atteinte).
2) le fait qu’un RdP comporte un blocage garantit que le RdP n’est pas vivant (I'inverse n’est pas vrai !).

Formation SED Réseaux de Petri Janvier 2024 51/64



IV.1.c. Vivacité

Exemple 1.

My
100000

1

(011100) M1

AN,

[000110]M2  [010001] M3

Pour ce RdP avec M, =(1, 0, 0, O, O, 0), toutes les transitions sont vivantes.
Le RdP <N1, M, > est donc vivant.
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IV.1. Proprietés comportementales

Réversibilité et état d ‘accueil

Définition. Un marquage M, est dit état d ‘accueil s'il peut étre atteint a partir de tous les
marquages atteignables, i.e., M, € R(M), quel que soit M € R(M,).

Définition. Un RdP < PN, M, > est réversible si quel que soit le marquage M atteignable a partir
du marquage initial M,, M, est atteignable a partir de M.

En d'autres termes, un RdP < PN, M, > est réversible si le marquage initial M, est état d’accueil.

Exemple 1. 100000

t fs

011100 Le RdP <N1, M, > est réversible.

000110 Mz 010001 M3
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Proprietés structurelles
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IV.2. Proprietés structurelles

* Un RdP est dit structurellement borné s’il est borné pour tout marquage initial M,,.
* Un RdP est dit structurellement vivant s'il existe un marquage initial M, tel gqu’il soit vivant.

« Un RdP est dit conservatif s’il existe un vecteur colonne X > 0, de taille |P|, tel que
XM =X". My, ¥ My et ¥ M e R(M,).

* Un RdP est dit répétitif s'il existe un marquage initial M, et une séquence S de transitions
franchissables dans laquelle chaque transition apparait un nombre illimité de fois.

* Un RdP est dit consistant s’il existe un marquage initial M, et une séquence S de transitions
franchissables qui contient au moins une fois chaque transition et dont le franchissement
conduit a nouveau a M,,.

Remarques.
e Un RdP vivant est structurellement vivant, mais la réciproque est fausse.
e Siun RdP est structurellement borné et structurellement vivant, alors il est consistant et conservatif.
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IV.2. Proprietés structurelles

Exemple. e Mi(p,) + M(p,) + M(p5) = constante, i.e., P-invariant X > 0
(condition suffisante)

=> toutes les places sont bornées quel que soit le marquage
‘ => RdP structurellement borné

=> RdP conservatif
e PourM,=(1,0,1):il estvivant

‘ ‘ => RdP structurellement vivant

e Chaque transition est couvert par un T-invariant
=> RdP consistant

=> RdP répétitif
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